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ФОРМОИЗМЕНЕНИЕ ПОРИСТОГО ЦИЛИНДРА 
ПРИ ОСАДКЕ 
 
Для осадки цилиндрических заготовок умеренной высоты,  
т. е. при отношении высоты к диаметру в пределах 0,3 ... 2,0, 
характерно наличие одинарного бочкообразования. В этом слу-   
чае при деформации сухими шероховатыми плитами практиче- 
ски вся контактная поверхность представляет собой зону при-
липания [1]. 
В работе [1] рассмотрена задача осадки цилиндра из ком-
пактного материала при наличии полного   прилипания    металла 
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на контактной поверхности. При расположении цилиндра в ци-
линдрической системе координат (рис. 1) и удовлетворении 
граничных условий 
 
𝑣𝑧|𝑧=±ℎ = ∓𝑣; 𝑣𝑟|𝑟=0 = 0; 𝑣𝑟|𝑧=±ℎ = 0;   (1) 
 
кинематически возможное поле скоростей формулировалось в 
виде 
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где r, z — текущие координаты; v — 
скорость перемещения инструмента;    
vr и vz — проекции скорости перемеще-
ния частиц материала на соответствую-
щие оси; h — половина высоты цилин-
дра. 
Формула (2) была   сконструирова-
на в предположении, что боковая по-
верхность деформируемого цилиндра 
приобретает бочкообразный вид и опи-
сывается уравнением параболы. Урав-
нения (2) и  (3)  удовлетворяют   усло-
вию несжимаемости 
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Сформулируем поле скоростей для случая осадки цилиндра 
из сжимаемого материала с учетом следующих требований. 
Естественно, что условие (4) при деформации сжимаемого ма-
териала должно выполняться лишь в частном случае, когда ма-
териал уплотнится в результате деформации настолько, что по-
теряет способность к дальнейшему объемному сжатию, т. е. 
плотность цилиндра достигнет плотности компактного материа-
ла. По сравнению с течением цилиндра из компактного материа-
ла течение   пористого   цилиндра,     видимо,    может сопро-
вождаться  меньшим   бочкообразованием    благодаря возможно-
сти затекания металла в поры. Поскольку форму бочки на   бо-
ковой поверхности цилиндра описывает формула (2), внесем в нее 
коррективы, введя дополнительное слагаемое, включающее 
варьируемый параметр а: 
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Параметр   a   может равняться нулю, в этом случае   форму-
ла   (5) описывает осадку цилиндра из несжимаемого    материала, 
  
Рис. 1. Схема очага дефор-
мации 
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выполняется условие (4), и уравнение (5) превращается в урав-
нение (2).     Объем цилиндра при осадке уменьшается либо оста-
ется постоянным, поэтому скорость   течения   пористого материа-
ла в радиальном направлении не может превысить   ту  же   ско-
рость при течении компактного материала; отсюда область 
определения варьируемого параметра а  ≤ 0.    Для   определения   
vz воспользуемся формулой (3). Применив кинематические со-
отношения Коши, получим поле скоростей деформации 
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а также интенсивность скоростей деформации сдвига 
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и скорость изменения объема 
𝜉 =
𝑣
ℎ
𝑎.   (8) 
 
Запишем функционал вариационного принципа виртуальных 
скоростей [2] при варьировании только деформированного со-
стояния для случая медленного пластического   течения сжимае-
мой среды, обладающей жестко-пластическими свойствами при 
отсутствии трения на контактной поверхности: 
𝐼 = ∫ (𝑇𝐻′ + 𝜎𝜉′)𝑉 𝑑𝑉 ,     (9) 
где V  — объем деформируемого тела; Т  и  — интенсивность 
касательных напряжений и гидростатическое напряжение при 
пластическом изменении формы и объема, штрихами    обозначе-
ны варьируемые величины. 
Для выполнения условия существования решения  и  
должны иметь одинаковые знаки, т. е. sign  = sign  при вы-
полнении вычислений удобнее брать второе произведение в круг-
лых скобках формулы (9) по модулю. 
Допустим, что механические свойства материала однородны    
в объеме заготовки; вынесем   T   из-под знака интеграла и под-
ставим в (9) значения Н и  из формул (7) и (8); после пре-
образований получим 
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где R — радиус цилиндра. 
Варьируемый параметр а найдем из условия минимума функ-
ционала (10): 
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Рис. 2. Номограмма к определению варьируемого пара- 
метра 
 
Численное решение уравнения (11) показало слабую зави-
симость параметра а от отношения R/h, поэтому на графике 
рис. 2, а оно приведено в виде функции а = 𝑓 (
𝜎
𝑇
). Видно, что 
при  малых значениях   а, характерных  для  невысоких   плотно-
стей, параметр а отличен от нуля, что вызывает существенное 
изменение распределения скоростей  и  деформаций  по  сравне-
нию с деформацией цилиндра из компактного материала. При 
больших а, необходимых для деформации материала с плотно-
стью, близкой к плотности компактного материала, параметр а 
равен нулю и решение задачи сводится к известному решению 
задачи деформации сплошного цилиндра. 
Отношение 
𝜎
𝑇
 в уравнении (11) определим из следующих  
условий. В монографии [3] было  высказано   предположение, что  
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одним из  параметров, влияющих на вид   зависимостей Т и     
от термомеханических параметров процесса для сжимаемых сред, 
является    скорость   дилатансии     S = /Н.       Это     предположе-
ние было подтверждено экспериментально в работе [4],      в ко-
торой для записи физических уравнений связи напряжений и 
деформаций было использовано отношение приращения степени 
деформации сдвига к приращению степени деформации объема 
обратное по величине скорости дилатансии S ,  причем было 
предложено следующее    граничное условие   при      формули-
ровке  физического уравнения  для    гидростатического напря-
жения: 
при 
dΛ
dε
= −2√3 ≈ −1,15 или S = √3/2 
σ = −𝑚T/√3    (12) 
где 
m =
1+2(
cρ
ρk
+d)
1−(
cρ
ρk
+d)
;    (13) 
с и d — эмпирические коэффициенты, зависящие от природы 
некомпактного материала;  и k — текущая плотность и плот-
ность компактного материала. 
Второе граничное условие при формулировке физического 
уравнения для   гидростатического напряжения сконструируем 
так: 
при S = 0 
 = 0,    (14) 
т. е. при отсутствии гидростатического напряжения объемные 
деформации отсутствуют. 
Граничным условиям (12) и (14) удовлетворяет следующее 
уравнение, линейное относительно скорости дилатансии: 
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На рис. 2, в изображены зависимости 
𝜎
𝑇
= 𝑓 (
𝜌
𝜌𝑘
, 𝑆)    для не- 
компактного материала, полученного из порошка ПМС1 при 
значениях эмпирических коэффициентов с =0,35; d = 0,22. 
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после подстановки H и I из формул (7) и (8) получим 
𝑑Λ
𝑑𝜀
=
1
𝑆
=
2
𝑎
√1
3
[
9
4
(1 −
𝑧2
ℎ2
) + 𝑎]
2
+
9
16
 
𝑟2𝑧2
ℎ4
2
  . (17)  
(17) 1 — 
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Оценим среднюю по объему величину dΛ dε⁄ ,  воспользовав-
шись теоремой о среднем значении интеграла: 
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Параметр R/h  слабо влияет на значения функции (18), по-
этому на рис. 2, б  приведена зависимость скорости дилатансии, 
средней по объему очага деформации, только от параметра а. 
Задача  может   быть   ре-
шена совместным решением 
уравнений (11), (15) и (18), 
что можно осуществить ме-
тодом последовательных 
приближений с помощью но-
мограммы рис. 2. По номо-
грамме подбирается такое 
значение параметра а при 
данной величине /k, кото- 
рое приводит к получению 
одинаковых значений  /Т  при переходе по квадрантам как  по 
часовой, так и против часовой стрелки. На рис. 3 приведено окон-
чательное решение задачи в виде графика a = f (/k). Видно, что 
сжимаемость цилиндра, численно характеризуемая величиной а 
максимальна при малых плотностях и становится равной нулю при 
достижении плотности компактного материала.  С использо-
ванием этого графика и формулы (5) можно определить форму 
боковой поверхности цилиндра при любой исходной плотности 
деформируемого материала. 
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Рис. 3.   Зависимость варьируемого пара-
метра от относительной плотности мате-
риала 
